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Einleitung. 


/iweck der folgenden Untersuchung ist, die Realität der Periodicitäts- 
moduln derjenigen Abel’schen Normalintegrale erster Gattung zu bestim- 
men, welche zu algebraischen Gleichungen mit reellen Coefficienten von be- 
liebigem Geschlechte p gehören. Gründen wird sich diese Bestimmung auf 
die Betrachtung der solchen Gleichungen mit reellen Coeffiecienten entspre- 
chenden Riemann’schen Flächen. Die letzteren sind aber speciell symme- 
trische Flächen, wie Herr Professor Klein in seiner 1882 erschienenen 
Schrift „Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer 
Integrale‘‘ (S. 74)") gezeigt hat. Daher beschäftigt sich die Untersuchung 

l. mit den symmetrischen Flächen im Sinne der analysis situs, 

2. mit den Periodicitätsmoduln der zu solchen symmetrischen Flächen 

gehörigen Abel’schen Normalintegrale erster Gattung. 

Der Gedanke, die Realität jener Periodieitätsmoduln zu untersuchen, 
ist durchaus kein neuer, vielmehr liegen schon verschiedene Arbeiten über 
diesen Gegenstand vor. Als älteste ist zu nennen die Berliner Dissertation 
von Henoch vom Jahre 1865 mit dem Titel: ‚De Abelianarum functionum 
periodis“, welche freilich nur den Fall der hyperelliptischen Functionen und 
auch diesen nicht in allgemeiner Weise behandelt. 

Die zweite Arbeit ist dann die Abhandlung des Herrn Professor Klein 
in Band X der Mathem. Annalen (8.365 figg.), welche den Titel führt: 
„Ueber den Verlauf der Abel’schen Integrale bei den Curven vierten Gra- 
des‘. Dieselbe führt für den speciellen Fall» =3 jene Bestimmung aus und 
schliesst dabei noch einen gewissen äussersten Fall, der auch in unserer 
Untersuchung eine Sonderstellung einnehmen wird, aus; im Uebrigen stützt 
sie sich wesentlich auf die Gestalten jener Curven und geht von ihnen erst 
zu den Riemann’schen Flächen über. Eine Verallgemeinerung dieser Me- 
thode war, weil die Lehre von den Gestalten der algebraischen Ourven im 
Falle eines beliebigen p noch nicht genügend ausgebildet ist, nicht möglich, _ 
und es ist vor allem die Erkenntniss des schon oben angegebenen Ausgangs- 
punktes von den Riemann’schen Flächen selbst, welche den leitenden Ge- 
danken der vorliegenden Untersuchung bildet. Um so mehr möchte der 


1) Diese Schrift, welche im Folgenden noch mehrfach zu citiren sein wird, 
soll immer kurz mit R. Th. bezeichnet werden. 
1 * 
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Verfasser gleich an dieser Stelle erwähnen, dass er jene Erkenntniss sowie 
überhaupt die ganze Anregung zu der vorliegenden Arbeit und mannigfache 
Förderung bei derselben seinem Do sı Lehrer, Herrn Professor 
Klein verdankt. 

Endlich hat in neuester Zeit Herr Dr. Hurwitz in Band LXXXXIV 
von CÖrelle’s Journal (8. 1 flgg.) eine Arbeit unter dem Titel: „Ueber 
die Perioden solcher eindeutiger 2n-fach periodischer Functionen, welche 
im Endlichen überall den Charakter rationaler Functionen besitzen und für 
reelle Werthe ihrer » Argumente reell sind‘ veröffentlicht, welche ebenfalls 
derartige Realitätsuntersuchungen anstellt, und zwar, wie der Titel zeigt, 
für einen noch allgemeineren Fall als den der Abel’schen Integrale; dem 
entsprechend sind auch die Resultate derselben nicht so speciell und einfach 
wie diejenigen, welche im Folgenden abgeleitet werden sollen:!) 

Was ferner die symmetrischen Riemann’schen Flächen "anbelangt, 
deren Betrachtung die Grundlage der folgenden Untersuchung bildet, so 
sind auch diese schon mehrfach behandelt worden, wenn auch zum Theil 
unter ganz anderen Gesichtspunkten. Es hat sich nämlich Herr Professor 
Klein in den Bänden VII und X der Mathem. Annalen in den Aufsätzen 
mit dem Titel: ‚Ueber eine neue Art von Riemann’schen Flächen“ mit 
diesen Flächen eingehender beschäftigt und daselbst auch schon die Haupt- 
unterscheidung derselben in orthosymmetrische und diasymmetrische Flächen?) 


1) Den näheren Unterschied zwischen dieser Arbeit des Herrn Dr.Hurwitz und 
der vorliegenden anzugeben, würde zu weit führen; es sei nur gesagt, dass den 
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in jener Arbeit unterschiedenen n +1 (resp. p +1) Classen in dieser L 
(vergl. $ 2 des Textes) gegenüberstehen. 


2) Diese Bezeichnung findet sich allerdings noch in keiner Publication ange- 
wendet; sie wurde zuerst in einem im Wintersemester 1881/82 von Herrn Professor 
Klein abgehaltenen Seminar eingeführt, in welchem derselbe auch die weiter 
unten erwähnte weitergehende Classification mittheilte und bei welchem auch der 
Verfasser die unmittelbare Anregung für die vorliegende Arbeit empfing. 

Die der Classe der diasymmetrischen Flächen angehörigen sogenannten Doppel- 
flächen kennt man übrigens schon länger, und zwar wohl seit Möbius, welcher 
zuerst solche Flächen betrachtete, aber freilich nicht als symmetrische Riemann- 
sche Flächen ansah. 

Es scheint übrigens dieser Unterschied zwischen den ortho- und diasymme- 
trischen Flächen und die ihm entsprechende Eintheilung der algebraischen Curven 
auch noch in anderer Beziehung von principieller Bedeutung werden zu sollen. 
So ist Herr Professor Klein durch die jüngst von dem französischen Geometer 

»Laguerre in den Comptes rendus de l’Academie des sciences de Paris (tome 94 
[1882 I] pag. 778, 832, 933, 1033 u. 1166) erschienenen Aufsätze, in welchen sehr 
verschiedene Probleme der Geometrie dadurch vereinfacht, vor allem weniger viel- 
deutig gemacht werden, dass den Curven immer ein bestimmter Sinn beigelegt 
wird, darauf aufmerksam geworden, dass sich diese Methode immer nur auf die 
den orthosymmetrischen Flächen entsprechenden Curven ausdehnen lässt, dagegen 
nicht auf die den diasymmetrischen Flächen entsprechenden. 
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aufgestellt. Daneben hat Herr Schottky in seiner Dissertation vom Jahre 
1875 eine bestimmte Classe solcher Flächen betrachtet, freilich ohne sie 
irgendwie als Riemann’sche Flächen anzusehen.!) Alsdann hat Herr Pro- 
fessor Klein in seiner Eingangs genannten Schrift (R. Th. 8. 72 figg). 
sowie in einer Note in Band XIX der Mathem. Annalen (S. 565 — 568) 
die symmetrischen Flächen weiter classificirt nach der Anzahl der soge- 
nannten Uebergangscurven. 

Schliesslich möchten wir noch bezüglich der im Folgenden angewandten 
Darstellung der symmetrischen Flächen durch sog. Fundamentalbereiche 
d. h. durch berandete Flächenstücke mit ‚bezogenen‘ Rändern hervorheben, 
dass dieselbe ebenfalls von Herrn Professor Klein angegeben wurde, und 
zwar zuerst in der bereits genannten Note in Band XIX der Annalen, so- 
dann aber in der jüngst erschienenen Abhandlung in Band XXI der Mathem. 
Annalen (S l141figg.), welche den Titel führt: ‚Neue Beiträge zur Rie- 
 mann'schen Theorie‘. 


1) Diese Dissertation erschien in Band LXXXIII von Crelle’s Journal unter 
dem Titel: „Ueber die conforme Abbildung mehrfach zusammenhängender ebener 
Flächen“. Die besondere Art seiner symmetrischen Flächen besteht in schlichten 
mit +1 Randcurven versehenen Ebenenstücken, welche doppelseitig zu denken 
sind. Dasselbe Problem hatte übrigens schon Riemann in Angriff genommen; 
man vergl. Fragment XXV seines Nachlasses. 
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. Die symmetrischen Wege auf symmetrischen Flächen 
. Querschnittsystem der Flächen mit Uebergangscurven 
. Querschnittsystem der Flächen ohne Uebergangscurven . 
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I. Abschnitt 


Die symmetrischen Flächen. 


SR 
Vorbemerkung. 


Unter symmetrischen Flächen werden solche Flächen verstanden, welche 
eine Transformation in sich selbst zulassen, bei welcher die Winkel umge- 
legt werden!) und welche zweimal angewandt zur Identität zurückführt. 
Diese Transformation soll im Folgenden immer nur kurz die symmetri- 
sche Umformung der Flächen genannt werden.?) Ferner werden im 
Folgenden solche Punkte, welche bei der symmetrischen Umformung in sich 
selbst übergehen, sich selbst symmetrische, je zwei Punkte, welche dabei 
in einander übergehen, ein Paar zu einander symmetrische. Punkte, solche 
Curven, deren sämmtliche Punkte bei der symmetrischen Umformung in 
sich übergehen, Uebergangscurven°), solche Curven dagegen, welche 
bei jener Umformung durch gegenseitige Vertauschung ihrer Punkte in sich 
übergehen, sich selbst symmetrische Curven und endlich je zwei, 
Curven, von denen die eine in die andere übergeht, ein Paar zu einander 
symmetrische Curven genannt werden. Bei den sich selbst symmetrischen 
Curven kann man zweierlei Arten unterscheiden, je nachdem dieselben 
Uebergangscurven schneiden oder nicht. Im ersteren Falle ist die Lagerung 
der zu einander symmetrischen Punkte auf einer solchen Curve diejenige, 


1) Wegen dieses Ausdrucks sowie überhaupt der ganzen Definition vergl. R. Th. 
pag. 70 u. 72. 

2) Es kann natürlich der Fall vorkommen, dass bei einer und derselben Fläche 
verschiedene solche Transformationen möglich sind, also dieselbe mehrere Sym- 
metrien zugleich besitzt. Solche Fälle sind aber hier von keinerlei besonderer Be- 
deutung, und es wird daher immer nur der Fall einer einzigen Symmetrie in Be- 
tracht gezogen werden. 

3) Da für die hier anzustellenden Betrachtungen isolirte sich selbst symmetri- 
sche Punkte immer nur mit unendlich kleinen Uebergangscurven zu identificiren 
sind, so wird im Folgenden überhaupt nur von Uebergangscurven gesprochen werden. 
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welche in Fig. I für den Fall, dass die Curve sich nicht selbst ‚schneidet, 
angegeben ist; es sind dabei a und d die beiden Uebergangscurvenpunkte, 
b und b’ und ebenso ce und c’ Paare von zu einander symmetrischen Punk- 
ten. Im zweiten Falle dagegen sind die Punkte so gelagert, wie es Fig. 2 
zeigt, wenn nämlich a und a’, b und b‘, c und c’ Paare symmetrischer * 
Punkte sind. Es wird dementsprechend auch im Folgenden von sich 
selbst symmetrischen Curven der ersten oder der zweiten Art 
gesprochen werden, je nachdem dieselben die Uebergangscurven schneiden 
oder nicht. ° x | 
Ueber die Natur der im Folgenden zu betrachtenden symmetrischen 
Flächen sollen nun aber noch einige beschränkende Voraussetzungen ge- 
macht werden. Erstens sollen sie völlig geschlossene solche Flächen 
sein, die sich allerdings unter Umständen auch ins Unendliche erstrecken 
können. Zweitens sollen dieselben frei sein von solchen Stellen, in 
denen sich eine unendlich grosse Zahl von Unstetigkeiten, 
wie Spitzen oder Kanten häuft; und endlich soll auch das Ge- 
schlecht der Flächen kein unendlich grosses oder gewisser- 
massen ins Unendliche wachsendes sein, so dass man also immer 
“im Stande ist, durch eine endliche Anzahl von geeigneten Zer- 
schneidungen die Flächen in lauter auf die Ebene ausbreit- 
bare Stücke zu zerlegen. 
Die folgende Betrachtung der symmetrischen Flächen wird sich nun 
im Wesentlichen auf nachstehende drei Punkte erstrecken: 
1. die Classificirung derselben, 
2. die Zurückführung derselben auf Normalformen , 
3. die schematische Darstellung derselben durch Fundamentalbereiche. 
Der Uebersichtlichkeit halber wird aber der blossen Angabe der Ein- 
theilung der symmetrischen Flächen zunächst eine Tabelle der späterhin als 
Normalformen zu benutzenden symmetrischen Flächen für die Fälle» =1,2,3,4 
folgen. Dann erst wird jene Classification der symmetrischen Flächen be- 
gründet werden. 


A. Glassifieirung der symmetrischen Flächen. 


SB 
Die Classen und Arten der symmetrischen Flächen. 


Bei den symmetrischen Flächen bieten sich neben dem Geschlechte 
oder der Anzahl der die Fläche nicht zerstückenden Rückkehrschnitte noch 
zwei weitere Eintheilungsgründe dar. Der erste ist derjenige, welcher zur 
Unterscheidung der symmetrischen Flächen in orthosymmetrische und 
diasymmetrische Flächen führt. Er lässt sich folgendermassen charak- 
terisiren. Zerschneidet man eine symmetrische Fläche längs aller Ueber- 
gangscurven, welche sie besitzt, so zerfällt dieselbe entweder in zwei ge- 
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trennte Theile oder nicht. Im ersteren Falle heisst sie eine orthosym- 
metrische, im letzteren eine diasymmetrische.!) Für diese beiden 
Gattungen von symmetrischen Flächen soll im Folgenden immer der Aus- 
druck „Classe‘“ gebraucht werden. 
Einen weiteren Eintheilungsgrund aber bildet die Anzahl der Ueber- 
. gangscurven der symmetrischen Flächen. Es kann nämlich bei einer 
orthosymmetrischen Fläche vom Geschlechte 9 die Anzahl der Uebergangs- 
curven, welche fortan kurz mit A bezeichnet werden soll, die folgenden Werthe 
haben: =p+1, p-1l, p—3... (excl. 0), 
dagegen bei einer diasymmetrischen Fläche vom Geschlechte p die Werthe: 
er, un 1,19 20.232,10, 
so dass bei einem und demselben Geschlechte p p-+ 1 diasymmetrische und 
E +2 
2 
chen | | die grösste in dem eingeklammerten Ausdruck enthaltene ganze 
Zahl versteht. Man wird also hiernach im Ganzen: 


p+2 = [Bd 
er 


verschiedene Gruppen von symmetrischen Flächen bei einem und demselben 


| orthosymmetrische Flächen existiren, wenn man unter dem Zei- 


p unterscheiden können, und diese Gruppen sollen im Folgenden die „Arten‘ 
der symmetrischen Flächen genannt werden. 

Für die hiermit aufgestellten Classen und Arten der symmetrischen 
Flächen lässt sich nun eine höchst bequeme, kurze Bezeichnungsweise ein- 
führen. Deutet man nämlich die beiden Ulassen von symmetrischen Flächen 
nur noch durch die beiden Vorzeichen + und — an und versteht, wie schon 
vorher, unter p und A das Geschlecht und die Uebergangscurvenanzahl, so 
kann man diese dreierlei Zeichen zu Symbolen von der Form: 


+(p, A), 
vereinigen, von denen offenbar jedes die drei Bestimmungsstücke einer Art 
von symmetrischen Flächen enthält und darum als der Charakter einer 
solchen Art bezeichnet werden soll. Natürlich werden in den Symbolen die 
Werthe von p und A so gewählt sein müssen, dass sie mit einander ver- 
träglich sind d, h. dass A einen der Werthe hat, welche bei dem bestimm- 
ten 9 und der betreffenden Classe zulässig sind. 


S 3. 
Repräsentanten der symmetrischen Flächen für die Fälle 
p=1l, 2, 3, 4. 
Die auf Tafel II befindliche Tabelle der späterhin als Normalflächen 
zu betrachtenden und darum schon jetzt so bezeichneten symmetrischen 


1) Die Bedeutung dieser Namen wird später (vergl. S. 19) klar werden. 
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Flächen giebt zunächst für alle Arten der symmetrischen Flächen mit Aus- 
nahme allein derjenigen vom Charakter — (p, 0) in den Fällenp=1,2,3,4 
je einen Repräsentanten und dann für sich in den Fällen p=1 und py=2 
je einen solchen der diasymmetrischen Flächen ohne Uebergangscurven an. 
Diese Trennung der Art vom Charakter — (p, 0) von den übrigen Arten 
rechtfertigt sich durch die Unmöglichkeit, sie in derselben einfachen Weise 
darzustellen wie diese übrigen. 


Zum Verständniss dieser Normalflächen ist Folgendes zu bemerken. 
Jede Fläche vom Charakter + (p, 4) besteht aus einem doppelseitig zu 
nr Henkel- 
2 
paare, welche je nur einseitig zu denken sind, aufsetzen. Jede Fläche vom 
Charakter — (p, 40) aber besteht aus einem A-fach berandeten, eben- 
falls doppelseitig zu denkenden Flächenstück, welches p—4A + 1 Verdreh- 
ungen aufweist, vermöge deren je ein unmittelbarer Uebergang von der 


denkenden A-fach berandeten Ebenenstück, auf welches ic 


einen Flächenseite zur anderen stattfindet und um welche alle je eine und 
dieselbe Uebergsangscurve herumführt. Der einfachste Fall einer solchen 
Fläche ist der der Fläche vom Charakter — (1, 1), des sogenannten Möbius- 
schen Blattes. Bei allen diesen Flächen der Tabelle vom Charakter + (p,4>>0) 
werden durch die Ränder der doppelseitigen Flächenstücke die Uebergangs- 
curven derselben repräsentirt. 


Was dann weiter die Flächen vom Charakter — (p, 0) anbelangt, welche 
in.der ganzen Untersuchung immer eine gewisse Sonderstellung einnehmen 
werden, so ist als Repräsentant für den Fall p=1 in der Tabelle die von 
Herrn Professor Klein angegebene Fläche (vergl. R. Th. S. 80) gewählt. 
Dieselbe lässt sich am besten verstehen, wenn man sich die Entstehung 
derselben vergegenwärtigt. Man denke sich nämlich etwa einen Gummi- 
schlauch, stülpe das eine Ende desselben nach innen um, stecke es durch 
eine in der Wandung des Schlauches angebrachte Oeffnung nach aussen 
durch und setze es endlich mit dem anderen Ende des Schlauches längs des 
ganzen (uerschnittes desselben in Verbindung. Aus dieser Fläche, welche 
sich längs der Curve D selbst durchdringt, erhält man dann durch die An- 
setzung von 1,2,3 ... Henkelpaaren die Flächen vom Charakter — (», 0) 
für die Fällep=3,5,7... Daneben soll dann der Repräsentant der Flächen 
vom Charakter — (2, 0) in der Tabelle die Ebene in projectivischer Auf- 
fassung!) mit einem Henkelpaar sein, aus welcher sich die Flächen vom 
Charakter —(p, 0) für die Fälle 9=4,6,8... durch Hinzufügung von 
1, 2,3... Henkelpaaren ergeben. 


1) Dass die Ebene in projectivischer Auffassung in der That als Doppelfläche 
vom Geschlechte 0 anzusehen ist, geht aus den Aufsätzen des Herrn Professor 
Klein „Ueber den Zus nechang der Flächen“ in Band VII (8. 550) und Band IX 
(S. 479) der Mathem. Annalen hervor. 
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- Es sei hier nur noch bemerkt, dass neben den hier gerade angeführten 
Flächen für die einzelnen Arten natürlich noch sehr verschieden gestaltete 
solche Flächen gedacht werden können. Von der speciellen Betrachtung 
anderer Flächen wird aber hier, abgesehen von der zu erstrebenden Kürze, 
besonders deswegen abgestanden, weil eine zu gestaltliche Auffassung dieser 
Flächen leicht von dem allgemeineren Begriffe einer Riemann’schen Mannig- 
faltigkeit, für welche die angeführten Beispiele nur Versinnlichungen sein 
sollen, abziehen könnte. Darum möge auch hier darauf hingewiesen wer- 
den, dass die Worte ‚„Curve‘‘ und „Fläche“ im Folgenden immer nur der 
Kürze halber gebraucht werden und sie stets in dem allgemeineren Sinne 
der „linearen“ und der „aweidimensionalen Mannigfaltigkeit“ 
verstanden werden sollen. 
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Begründung der Eintheilung der symmetrischen Flächen. 

Es wird sich zunächst darum handeln, zu zeigen, dass die Unter- 
scheidung von ortho- und diasymmetrischen Flächen wirklich eine 
berechtigte und auch eine umfassende ist. Das erstere folgt unmittelbar 
daraus, dass, wie die Beispiele des vorigen Paragraphen lehren, Flächen 
der beiden verschiedenen Classen vorhanden sind. Dass es aber ausser diesen 
beiden Classen keine dritte giebt, erhellt daraus, dass eine symmetri- 
sche Fläche nie in mehraals zwei Theile zerfallen kann, wenn 
man sie längs aller ihrer Uebergangscurven zerschneidet. Um 
dies letztere zu beweisen, ist zuvörderst zu zeigen, dass Uebergangs- 
curven sich nie schneiden können. Wäre dies nämlich der Fall, so 
würde ein Zerfallen der Flächen in mehr als zwei Stücke ohne Weiteres 
denkbar sein. Allein dass dies nicht stattfindet, lässt sich folgendermassen 
erkennen. Zu beiden Seiten einer jeden Uebergangscurve einer symme- 
trischen Fläche sind überall in unmittelbarer Nähe derselben nur Punkte 
gelegen, welche bei der symmetrischen Umformung der’ Fläche in einander 
übergehen, also Punkte, welche bei derselben nicht ungeändert bleiben. 
Dies letztere aber würde man anzunehmen genöthigt sein, wenn eine Ueber- 
gangscurve eine andere oder sich selbst schneiden sollte. Also können sich 
Uebergangscurven nicht schneiden. 

Dass aber auch ohne eine solche Möglichkeit ein Zerfallen einer sym- 
metrischen Fläche in mehr als zwei Theile beim Zerschneiden derselben 
längs der Uebergangseurven nicht eintreten kann, lässt sich indirect so be- 
weisen. Man denke sich eine beliebige symmetgische Fläche mit A Ueber- 
gangscurven und nehme an, es zerfalle dieselbe bei jener Zerschneidung in 
mehr als zwei Theile. Dann kann man sie offenbar zunächst nur längs so 
vieler der A Uebergangscurven zerschneiden, dass sie gerade in zwei Stücke 
zerfällt; die dazu eben hinreichende Anzahl sei A— nr. Jedes der beiden 
Stücke wird also A— „ Randcurven aufweisen, und zu jedem Punkte einer 


er 


beliebigen dieser Randcurven wird der zu ihm symmetrische auf der zuge- 
hörigen Randcurve des anderen Stückes gelegen sein. Aber auch abgesehen 
von diesen einander entsprechenden Punktepaaren auf den zusammengehö- 
rigen Randcurven der beiden Stücke, werden auf jedem von beiden je alle 
symmetrischen Punkte zu den auf dem anderen gelegenen Punkten vorhan- 
den sein müssen, weil ja die Fläche nur längs sich selbst symmetrischer 
Punktreihen zerschnitten worden ist, auf deren beiden Ufern immer zu ein- 
ander symmetrische Punkte gelegen sind. Folglich muss durch die vorge- 
nommene Zerschneidung die Fläche in zwei vollkommen symmetrische Hälften 
zerfallen sein. Auf keiner von beiden können mithin noch sich selbst sym- 
metrische Punkte, also auch auf keiner noch Uebergangscurven existiren. 
Daher können auch ausser den A— rn Uebergangscurven, längs deren die 
Fläche zerschnitten sein sollte, keine weiteren vorhanden sein; folglich muss 
n—=(0 sein. Da aber die Zahl A—n gerade blos hinreichte, um ein Zer- 
fallen der Fläche in zwei Theile herbeizuführen, so kann in der That eine 
symmetrische Fläche bei der Zerschneidung lings der Uebergangscurven 
höchstens in zwei Theile zerfallen. 

Es ist nun weiter zu zeigen, dass auch die in $ 2 aufgestellten 


Er 


| Arten von symmetrischen Flächen berechtigt und umfassend sind. 


Das erstere geht wiederum aus den in $ 3 angegebenen Beispielen hervor, 
das letztere aber soll jetzt des Näheren bewiesen werden. 

Zunächst ist leicht zu sehen, dass überhaupt nie mehr als p+1 
Uebergangscurven existiren können. Denn es würde, wenn dies 
der Fall wäre, daraus folgen, dass man eine Fläche vom Geschlechte 9 
längs p-+ 1. oder mehr geschlossener, einander nicht schneidender ÖCurven 
zerschneiden könnte, chne dass dieselbe zerfiele, was offenbar gegen die 
Deäinition des Geschlechtes p ist. Speciell ergiebt sich hieraus, dass für 
die diasymmetrischen Flächen die Maximalzahl der Ueber- 
gangscurven nur p sein kann. 

Dass ferner bei den orthosymmetrischen Flächen stets 
p—A+1 eine gerade Zahl sein muss, lässt sich leicht darthun mit 
Hilfe der Regel für die Bestimmung der Grundzahl eines Flächensystems 
aus den Grundzahlen der einzelnen Flächen desselben, welche Herr Pro- 
fessor C. Neumann in seinem Werke: ‚Vorlesungen über Riemann’s 
Theorie der Abel’schen Integrale (8. 305) abgeleitet hat; man hat dazu nur 
noch die Definition und eine gewisse Eigenschaft der Grundzahl zu beachten. 
Die Grundzahl N einer Fläche ist nun bestimmt durch die Gleichung: 

N=2p+R, 
wo R die Anzahl der Randcurven der Fläche ist,!) und es besitzt diese 
Grundzahl N die Eigenschaft völlig ungeändert zu bleiben, wenn 


1) Es ist dies allerdings nicht die von Riemann und Herrn Professor 
"6. Neumann gegebene Definition der Grundzahl oder des Zusammenhangs, sondern 


a 


man auf der betrachteten Fläche beliebige Rückkehrschnitte 
zieht. Jene Regel aber lautet so: Die Grundzahl eines beliebigen 
Systems von n Flächen ist gleich der Summe der Grundzahlen 
der einzelnen Flächen vermindert um 2n—2. 


Zerschneidet man nun eine beliebige orthosymmetrische Fläche vom 
Geschlechte » längs aller A Uebergangscurven, so erhält man nach dem Vor- 
hergehenden zwei Flächenstücke, deren jedes A Randcurven aufweist und 
welche auch, weil sie zwei vollkommen symmetrische Hälften der Fläche 
vorstellen, beide dasselbe Geschlecht, etwa p’ besitzen werden. Daher wird 
nach jener Regel: 

2p=2p +4+2pP+1—2.2+2 
oder: p—ı+1l=2p, 
“also in der That p—i-+1 eine gerade Zahl sein müssen. 


Es bleibt noch übrig zu zeigen, dass eine orthosymmetrische Fläche 
ohne Uebergangscurven bei ungeradem Geschlechte p, wo sie nach dem 
soeben Bewiesenen ja allein noch möglich wäre, nicht existiren kann. Es 
folgt dies einfach aus der Definition der orthosymmetrischen Flächen. Denn 
eine längs keiner Uebergangscurve zerschnittene und doch in zwei Theile 
zerfallende Fläche müsste offenbar an und für sich aus zwei getrennten 
Theilen bestehen, könnte also nicht eine einzige geschlossene Fläche sein, 
wie solche hier allein in Betracht gezogen werden. 


B. Reduction der symmetrischen Flächen auf Normalformen. 


SD. 
Ueber die stetige Beziehbarkeit zweier symmetrischer 
Flächen auf einander. 


Wie aus den Betrachtungen des zweiten Abschnittes mit völliger Klar- 
heit sich ergeben wird, lassen sich für die hier verfolgten Zwecke je zwei 
solche symmetrische Flächen als identisch ansehen, zwischen denen sich 
eine stetige Beziehung der Art herstellen lässt, dass symmetrischen Punkten 
der einen auch solche der anderen und speciell auch einer jeden Ueber- 
gangscurve der einen eine solche der anderen entspricht. Eine solche Be- 
ziehung wird immer durch gewisse Umformungen der einen Fläche ver- 
mittelt werden können, bei denen die zu einander symmetrischen und die 
sich selbst symmetrischen Punkte als solche, vor allem aber auch die An- 

zahl der Uebergangscurven erhalten bleibt. Diese Umformungen werden 


vielmehr die des „ungewöhnlichen“ Zusammenhangs, wie Herr Professor Klein 
sich auszudrücken pflegt; vergl. Math. Annal. Band VII S. 550 Anm. und da- 
neben auch eine Bemerkung von Schläfli in Band LXXVI von Crelle’s Journal 
(S. 152, Anm.). 


Be 


theils in Biegungen und Dehnungen, theils in Zerschneidungen und Wieder- 
zusammensetzungen der getrennten Theile bestehen und diese Operationen 
werden also bei allen Flächen, welche wir hier einer Betrachtung unterziehen, 
vorgenommen werden können. Nun liegt die Frage sehr nahe, ob es vermittelst 
solcher Umformungen nicht möglich ist, eine stetige Beziehung zwischen sämmt- 
lichen Flächen einer und derselben Art herzustellen, und in der That wird 
im Folgenden der Beweis geliefert werden, dass man dies kann. Derselbe 
wird sich vor allem auf einen Satz der analysis situs stützen, welchen Oa- 
mille Jordan in Liouville’s Journal (2° serie tome XI 8. 105 etc.) 
bewiesen hat in einem Aufsatze, welcher den Titel führt: ‚Sur la trans- 
formation des surfaces‘. Derselbe lautet folgendermassen: 


Damit zwei Flächen oder Flächenstücke stetig auf ein-. 
ander bezogen werden können, ist nothwendig und hin- 
reichend: 

1. dass die Anzahl der getrennten Randcurven, welche 
jedes der beiden Flächenstücke begrenzen, dieselbe ist; 
2. dass die Maximalzahl von nicht zerstückenden Rück- 

‚kehrschnitten bei beiden dieselbe ist. 

Dabei ist es dann immer noch möglich, sowohl die ver- 
schiedenen Randcurven als auch die verschiedenen Rück- 
kehrschnitte in beliebiger Weise einander zuzuordnen!). 


8 6. 


Die Einheit der Arten der symmetrischen Flächen. 


Auf Grund des angeführten Jordan’schen Satzes wird der im vorher-, 
gehenden Paragraphen angekündigte Beweis erbracht sein, wenn gezeigt 
werden kann, dass einerseits jede beliebige symmetrische Fläche sich durch 
gewisse Rückkehrschnitte in zwei symmetrische Hälften zerlegen lässt, und 
dass man andererseits die in $ 3 angegebene Normalfläche derselben Art 
immer durch eine gleiche Anzahl von Rückkehrschnitten, die auch sämmt- 
lich auf die der ersteren Fläche im Sinne des vorigen Paragraphen stetig 
beziehbar sind, in zwei symmetrische Hälften zerlegen kann. Danach ist 
nun sofort klar, dass bei den ortmosymmetrischen Flächen die 
stetige Beziehbarkeit aller‘ Flächen einer und derselben Art oder also die 
Einheit der Arten in der That stattfindet; denn eine jede solche Fläche 
zerfällt ja immer durch die Zerschneidung längs sämtlicher Uebergangs- 
curven in zwei symmetrische Hälften. Es wird also lediglich noch darauf 
ankommen, zu zeigen, dass man auch bei den diasymmetrischen Flächen 
immer eine derartige Zerlegung in symmetrische Hälften bewirken kann. 


1) Wenn sich auch der Satz nicht in der hier angegebenen Weise bei Camille 
Jordan ausgesprochen findet, so geht doch aus dem von ihm gegebenen Beweise 
hervor, dass er den obigen präciseren Wortlaut hätte haben können. 


SE 


Zu dem Zwecke denke man sich eine beliebige Fläche vom Charakter 
— (p, A) längs aller A Uebergangscurven U,, U,,... U, zerschnitten und 
bezeichne die diesen Schnitten entsprechenden A Randcurvenpaare der Fläche 
resp. mit WW,, U,U’,,... WU. Ferner markire man zwei beliebige 
zu einander symmetrische Punkte P und P’ auf der so zerschnittenen 
Fläche und verbinde P mit jeder Randceurve U durch A Linien 9,%,...%, 
P’ mit jeder Randeurve U’ durch die A zu jenen ersteren symmetrischen 
Verbindungslinien &,%,,... &z, so jedoch, dass die beiderlei Verbin- 
dungslinien 2 und 8’, wie es immer möglich ist, einander nirgends schnei- 
den. An diese beiden zu einander symmetrischen Liniensysteme, von denen 
das eine durch die Linien U und & und das andere durch die Linien 
U’ und 8” gebildet wird, denke man sich nun immer in symmetrischer 
Weise die benachbarten Flächentheile angefügt, so dass jene symmetrischen 
Liniensysteme in zwei zu einander symmetrische Bereiche B und B’ über- 
gehen, von denen der eine die Randcurven U, der andere die Randceurven 
U” umspannt, aber keiner über den anderen irgendwo weggreift. Diese 
beiden symmetrischen Bereiche B’und B’ sollen dann weiter in symme- 
trischer Weise so lange vergrössert werden, bis sie überall an einander 
stossen und zusammen die ganze Fläche erfüllen; alsdann werden die beiden 
Bereiche offenbar zwei zu einander symmetrische Hälften der Fläche reprä- 
sentiren müssen. Es wird sich nun nur noch um die Beschaffenheit 
und die Anzahl derjenigen Curven 7, T,, T,,... handeln, längs deren 
die beiden Bereiche B und B’ an einander treffen. 

Was zunächst die Beschaffenheit der Curven 7 anbelangt, so ist ohne 
Weiteres klar, dass dieselben entweder sich selbst symmetrische Curven 
der zweiten Art sein müssen oder aber Paare von zu einander symme- 
trischen: Curven. Dann aber lässt sich zeigen, dass weder eine von den 
Curven 7’ in eine andere einzumünden, noch mehrere Öurven 7’ einander 
zu kreuzen brauchen. Denn nimmt man an, es mündete im Punkte M die 
Curve 7, in die Curve 7; ein (vergl. Fig. 3), so würden an der Stelle 
M. drei Gebietstheile @,, @,, @, an einander stossen, von denen aber 
sicher zwei einem und demselben Bereiche angehören müssten; also würde 
einer der drei Curvenzweige, welche in M sich vereinigen, nur zwei Ge- 
bietstheile desselben Bereiches trennen, mithin keine Linie sein, in wel- 
cher die beiden verschiedenen Bereiche B und B’ zusammenstossen. Dass 
aber auch eine gegenseitige Ueberkreuzung der Curven 7’ nicht nöthig 
ist und eventuell umgangen werden kann, ergiebt sich folgendermassen. 
Nimmt man an, es kreuzten sich im Punkte K die beiden Curven 7; und 7% 
(vergl. Fig. 4) und es stiessen dabei in X die vier Gebietstheile @,, G,, @,, @, 
zusammen, so würde überhaupt nur der Fall in Betracht kommen, wo die 
neben einander liegenden Gebiete nicht demselben Bereiche angehörten, wo 
also etwa G, und G, dem Bereiche B und @, und @, dem Bereiche B’ 
angehörten, und natürlich würde auch, da der Kreuzungspunkt K ein sich 
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selbst symmetrischer Punkt der Fläche nicht sein kann, weil solche über- 
haupt nicht mehr auf derselben existiren, ein zweiter zu K symmetrischer 
solcher Kreuzungspunkt K’ noch auftreten müssen. Dann aber würde man 
einfach bei K etwa @, und G, in der Weise zu verbinden haben, wie dies 
in Fig. 4a geschehen ist, um den Kreuzungspunkt zu umgehen und ohne 
dabei die beiden zu einander symmetrischen Bereiche mit einander zu ver- 
binden; an dem symmetrischen Kreuzungspunkt K’' aber würde man die 
beiden dem Bereiche B’ angehörigen, zu G, und @, symmetrischen Gebiets- 
theile in symmetrischer Weise zu verbinden haben, um wieder die völlige 
Symmetrie der beiden Bereiche B und B’ herzustellen. Dass man ebenso 
bei jeder mehrfachen Kreuzungsstelle verfahren kann, ist unmittelbar zu 
übersehen. Also brauchen sich in der That die Begrenzungscurven 7 nir- 
gends zu schneiden. 

Was nun weiter die Anzahl u der ÜCurven 7 betrifft, so. kann 
sie zuvörderst höchstens p—4A-+1 sein, weil eine grössere Anzahl von 
einander getrennten Ourven sicher ein Zerfallen der Fläche in mehr als 
zwei Theile bewirken müsste, während ‘doch die zwei Bereiche Bund B 
die Fläche vollständig umfassen. Die Anzahl der Paare von zu einander 


. -_ 1 2 
symmetrischen Curven 7 kann daher auch höchstens nz sein, 


Ausserdem kann die Zahl u nur der Art sein, dass 9o—A-+1-—.u eine ge- 
rade Zahl ist; denn der Zusammenhang der beiden symmetrischen Bereiche 
B und B’ muss offenbar genau derselbe sein und folglich immer, wenn 
w<p—4ı+1 ist, noch eine gerade Anzahl von nicht zerstückenden Rück- 
kehrschnitten auf beiden Bereichen zusammengezogen werden können. 

Auf der andern Seite zeigt eine leichte Ueberlegung — und es wird 
dies zum Theil auch im Folgenden noch näher zu erörtern sein —, dass 
man die in $3 angegebenen Normalfläehen vom Charakter — (p, A), nach- 
dem sie längs der Uebergangscurven zerschnitten worden sind, auch immer 
in zwei symmetrische Hälften entweder durch sich selbst symmetrische 
Schnitte oder durch Paare von zu einander symmetrischen Schnitten zer. 
legen kann, und zwar auch wieder durch jede solche Anzahl u von Schnit- 
ten, dass D< a <p—ıH+t1l und p—ı+1-—u eine gerade Zahl ist. Da- 
mit ist aber auch für die diasymmetrischen Flächen jene stetige Beziehbar- 
keit aller Flächen einer und derselben Art auf einander oder die Ein- 
heit der diasymmetrischen Arten erwiesen. 


Nunmehr ist aber auch klar, dass die sämmtlichen symmetrischen 


Flächen einer jeden Art zurückgeführt werden können auf die betreffende 
in $3 angegebene Normalform dieser Art. Man wird also auch nur noch 
diese Normalformen in Betracht zu ziehen brauchen, ohne dabei irgendwie 
die Allgemeinheit der Untersuchungen zu beschränken. 
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C. Schematische Darstellung der symmetrischen Flächen. 


SAL, 
Die Fundamentalbereiche der symmetrischen Flächen 
mit Uebergangscurven. 
Um diese Fundamentalbereiche abzuleiten, wird zunächst zu zeigen sein, 
dass man ausser längs der A Uebergangscurven U, , U,,..., U} jede Normal- 


p—ı+]l 


fläche vom Charakter + (p, A) noch längs ORT Paaren von zu ein- 


ander symmetrischen Curven H,H’,, H,H',, ..., H,-ı+1 2 Hy-ı+1 +1) jede 


Normalfläche vom Charakter — (p, A>0) noch längs # —ı+1 sich selbst 
symmetrischen Curven der zweiten Art V,, V5, ... Vp—ı -+ı zerschneiden kann, 
um eine jede solche Fläche in zwei zu einander symmetrische, auf die Ebene 
ausbreitbare Hälften mit je p+1 Randeurven zu zerlegen. Dieser Nach- 
weis ist aber unmittelbar durch die Angabe jener Schnitte geführt, und es 
wird ausserdem genügen, diese Angabe je für einen speciellen Fall zu 
machen. Denn es ist z. B. im Falle + (3,2) das eine Paar von zu einan- 
der symmetrischen Curven H,H’, dargestellt durch die in Fig. 5 punktir- 
ten, die beiden Henkel umspannenden Linien und man erkennt sofort, dass 


en, 


man in jedem complicirteren Falle jedes der # er Henkelpaare in ana- 


loger Weise zu je einem Paare von Curven HH’ verwenden kann. Anderer- 
seits lehren die zwei im Falle — (3,2) in Fig. 6 angegebenen und wiederum 
punktirten sich selbst symmetrischen Curven der zweiten Art V, und P, 
(jede derselben geht an der Verdrehungsstelle, wenn man so sagen darf, 
von der einen Seite der Fläche zur anderen über und eine jede Hälfte der- 
selben verläuft immer gerade unter resp. über der zugehörigen anderen), 
wie man in jedem höheren Falle die o—A-+1 in der Normalfläche ent- 
haltenen Verdrehungen zu ebenso viel solchen Curven V benutzen kann. 
Nun zerschneide man eine beliebige Normalfläche vom Charakter 
+ (p,4>0) längs A— 1 Uebergangscurven U, , U,, ..., Ur_-ı und ausser- 
dem längs der p—A-+1 Curven HH resp. V und bezeichne die den 
Curven U,, U,, ..., U}_ı entsprechenden Randcurvenpaare der zerschnit- 
tenen Fläche mit U,U’,, WU, ..., W-ılda-ı und daneben die den 
Due HH, 2, HB ns HH se. 5241 r0sp. den Curven,Y,V, ,-.. 
2 2 


.., W9»-r+1 entsprechenden Randcurvenpaare mit 9, an nr 
. -iH Dat Hd Dada ++ Dp-r+ı PD p-ı+ı resp. mit 
2 2 2 2 


BU le Bp-1+1ı®p-rrı. Dann ist nach den vorausgehen- 

den Betrachtungen und speciell auf Grund des Jordan’schen Satzes ($ 5) 

leicht einzusehen, dass man die so zerschnittene Fläche mit ihren 2p Rand- 
2 
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curven stetig wird beziehen können auf eine Kugelfläche mit 2p kreis- 
förmigen Oeffnungen DO, DO, ---, DP, DO, D'2, -.-, D'p, von denen DO, D5,..- 

.,D'p aus O,D,, ..., Op durch Spiegelung an einem gewissen grössten 
Kreis, dem Aequator A, wie er genannt werden soll, hervorgehen, und 
zwar wird diese Beziehung auch noch derart möglich sein, dass der nicht 
zerschnittenen Uebergangscurve U, gerade der Aequator A und je zwei zu 
einander symmetrischen Punkten der betrachteten Fläche auf der Kugel- 
fläche zwei Spiegelpunkte in Bezug auf den Aequator entsprechen. Speciell 
soll nun noch angenommen werden, dass den Randcurven U,U,, WU, ..- 

‚Wı-ıll'z_ı die Begrenzungskreise der Oeffnungen D,07,, DD, --- 


.., Dr-ıD%a-ı, den Randeurven 9,97, 904 DEREN oe 
, Pnmitı Onmatt, ri RL TELEN =2+ resp. den Randeurven B,®9,, 


BD ee +1 die Behrentb imbsleräise der Oeffnungen O,OD%, 
Dr Dir: PD) EUR entsprechen. Es wird sich nur noch darum han- 
deln, nach Massgabe der Zusammengehörigkeit der Randeurven UU, HH 


und HH resp. BB die Zusammengehörigkeit der Punkte der die Oeff- 
nungen DD begrenzenden Kreise anzugeben, um damit den Fundamental- 
bereich einer Fläche vom Charakter + (9,1 >>0) vollständig bestimmt zu 
haben. Da ist nun einmal klar, dass bei den Kreisen der Oeffnungen DO, 07, 
D,0D°, :.., Di-ı Dr —ı die zusammengehörigen Punkte einfach die durch 
Spiegelung aus einander hervorgehenden Punkte sind. Weiter aber werden 
im Falle einer Fläche vom Charakter + (p, A) die Punkte der die Paare 
von Oeffinungen DO} Di+1, Dr Orr; Dir: Dirs, Oar2Oars, 

‚ Dp-1D95 Op-ıD, begrenzenden Kreise in der Weise zusammengehö- 
ren, wie es in Fig. 7 für den Fall + (3,2) einerseits bei den mit 1 und 
andererseits bei den zu ihnen symmetrischen, mit 1’ bezeichneten Oeffnun- 
gen angedeutet ist durch die am Umfange der Kreise beigefügten je drei 
gleichen Buchstaben. Endlich findet man leicht durch eine nähere Be- 
trachtung der Schnitte V,, V,, ..., VYp-a+ı1, dass im Falle einer Fläche vom 
Charakter — (p,A > 0) bei den Paaren von Oeffnungen OD, 07, Drrı Orr...» 

., DO) DO’, zusammengehörige Punkte ihrer Begrenzungskreise je zwei solche 
Punkte sein werden, von denen der eine von dem Spiegelpunkt zum anderen 
um 180° auf dem Kreise, auf welchem er gelegen ist, entfernt ist. Deu- 
ten wir daher in diesem Falle die Zusammengehörigkeit der Punkte der 
fraglichen Oeffnungen durch Beifügung je dreier gleicher Ziffern an den 
Umfängen der zu einander symmetrischen Oeffnungen an, so wird sich im 
Falle — (3,2) der in Fig. 8 angegebene Fundamentalbereich ergeben, 

Diese Fundamentalbereiche auf der Kugelfläche kann man sich nun auch 
auf die Ebene übertragen denken, indem man eine stereographische Pro- 
jeetion vornimmt, bei welcher die Aequatorebene der Kugel auf der Pro- 
jectionsebene senkrecht steht und letztere die Kugelfläche berührt. Es geht 
dann der Aequator A über in eine gerade Linie, die Axe A, welche die 
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beiden symmetrischen Halbebenen trennt. Für die Fälle + (3,2) und — (3,2) 
erhält man so die Darstellungen in Fig. 9 und 10. 


S8. 


Die Fundamentalbereiche der diasymmetrischen Flächen. 


Der Umstand, dass die Flächen vom Charakter — (p, A) nicht zerfallen, 
wenn man sie längs aller Uebergangscurven zerschneidet, ermöglicht die 
Darstellung derselben durch eine andere Art von Fundamentalbereichen als 
die im Vorhergehenden betrachtete, bei welcher ja der Fall A=0 ausge- 
schlossen war. Diese zweite Art von Fundamentalbereichen, welche nun für 
die diasymmetrischen Flächen allein bestehen, erhält man auf folgende Weise. 

Man zerschneide eine solche Fläche vom Charakter — (p, A) längs aller 
A Uebergangscurven U,, U,,..., Ur und ausserdem längs p—A der in $ 7 
angegebenen p—A+1 sich selbst symmetrischen Curven V, etwa längs 
V, Pa3 »:-, Yp-ı; die diesen 9 Schnitten entsprechenden Randcurvenpaare 
magen resp, LU, WU 5,0, la und ER ERH dr 
heissen. Dann wird man die so zerschnittene Fläche mit ihren 2p Rand- 
curven wieder auf eine Kugelfläche mit 2p kreisförmigen Oeffnungen D, 0", 
BR 2,0, 0, von denen.nun Aber. S)‘, , O452.2,0, 29, 0,5: 
dadurch hervorgehen, dass man zu sämmtlichen Begrenzungspunkten der 
letzteren die diametralen Punkte bestimmt, in der Weise stetig beziehen 
können, dass symmetrischen Punkten der Fläche diametral gegenüberliegende 
Punkte der Kugelfläche und speciell den Randeurven U,W/,, ..., UıWı die 
Begrenzungskreise der Oeffnungen D,D',, -.., DD, und den Randcurven 
DVI: , Op -1Vp—ı die Begrenzungskreise der Oeffnungen +1 Or+1;,:-. 
..., O,D', entsprechen. Um dies einzusehen, braucht man nur die be- 
treffende Fläche noch längs der Curve V„_r+ı zu zerschneiden und dann 
die beiden symmetrischen Hälften, in welche sie dadurch zerfällt, auf zwei 
symmetrische Halbkugeln mit je p Oeffnungen in symmetrischer Weise stetig 
zu beziehen, so jedoch, dass den der Curve V„_3+1 entsprechenden Rand- 
curven ®,—_r+ı und B®„_-2+ı die beiden die Halbkugeln begrenzenden gröss- 
ten Kreise entsprechen. Wenn man nämlich dann nach Massgabe der Lage 
der zusammengehörigen Punkte auf den Randcurven ®,_-.+ı und B,—-2+1 
die beiden Halbkugeln an einander fügt, so findet man leicht, dass in der 
That die einander diametral gegenüberliegenden Punkte der so entstehenden 
ganzen Kugel symmetrischen Punkten der betrachteten Fläche entsprechen.) 
Es geht daraus weiter hervor, dass bei den Begrenzungskreisen der Oeff- 
nungen D,D\; --., O,D, wieder die diametral gegenübergelegenen Punkte 
zusammengehören, dass dagegen bei den Begrenzungskreisen der Oeffnungen 


1) Von der Eigenschaft der Flächen vom Charakter — (p, A), sich auf solche 
Fundamentalbereiche beziehen zu lassen, rührt übrigens die Bezeichnung ‚,dia- 
symmetrisch “ her, welche nur eine Abkürzung für ‚diametralsymmetrisch “ ist. 

2* 


ER 


DV, OD» 3% je zwei zusammengehörige Punkte solche sind, von 
denen der eine von dem dem anderen diametral gegenüberliegenden Punkte 
um 180° auf dem betreffenden Kreise entfernt ist. Für den Fall — (3, 2) 
wird daher ein solcher Fundamentalbereich die Gestalt haben, welche in 
Fig. 11 angegeben ist, wobei wieder je drei zusammengehörige Punkte bei 
den zwei dem einen Schnitte V, entsprechenden Oeffnungen durch dieselben 
Zahlen bezeichnet sind. | 

Diese Fundamentalbereiche der Flächen vom Charakter — (p, A), von 
deren Uebertragung auf die Ebene übrigens abgesehen wird, weil dadurch 
die Anschaulichkeit nicht gerade erhöht wird, werden immer nur im Falle 
4=(0 im Folgenden angewandt werden, in welchem sie offenbar auch auf- 
gestellt werden können; denn dass bei den Flächen vom Charakter — (p, 0) 
immer p sich selbst symmetrische Curven der zweiten Art existiren, welche 
dieselben nicht zerstücken, zeigt eine nähere Betrachtung der in $3 an- 
gegebenen Normalflächen dieser Art sofort. 


II. Abschnitt. 


Die Periodieitätsmoduln der Abel’schen Normalintegrale 
erster Gattung auf symmetrischen Flächen. 


u 


Sch 
Vorbemerkung. 

Die bisher ganz absolut, d. h. ohne jede Beziehung zur Functionen- 
theorie betrachteten Sramekfischen Flächen sollen jetzt als im Raum ge- 
legene Riemann’sche Flächen angesehen werden. Es entsprechen 
ihnen dann, wie Herr Professor Klein gezeigt hat (R. Th. S. 74) und 
wie schon in der Einleitung erwähnt wurde, algebraische Gleichungen von 
der Form: f(w, z2)=0 mit reellen Coefficienten, ebenso wie umgekehrt zu 
solchen Gleichungen stets symmetrische Riemann’sche Flächen gehören. 
Insbesondere entsprechen je zwei zu einander symmetrischen Punkten immer 
zwei conjugirt complexe Werthepaare w, 2, welche die betreffende Gleich- 
ung befriedigen, und den sich selbst symmetrischen Punkten die reellen 
Werthepaare w, 2. 

Die im Vorhergehenden gewonnene Eintheilung der symmetrischen Flächen 
wird daher eine Classification der algebraischen Gleichungen mit reellen 
Coefficienten begründen, welche offenbar jener von Herrn Professor Klein 
in dem speciellen Falle p=5 gemachten Unterscheidung der verschiedenen 
Curvengestalten parallel läuft. 

Es wird sich nun wesentlich darum handeln, für diese verschiedenen 
Arten von algebraischen Gleichungen mit reellen Coefficienten resp. von 
symmetrischen Flächen die Realität der Periodicitätsmoduln der zugehörigen 
überall endlichen Abel’schen Normalintegrale zu bestimmen. Ein‘ System 
von p linear unabhängigen überall endlichen Normalintegralen kahn han 
aber immer auf Grund eines gewissen canonischen Querschnittsystems ‚der 
zugehörigen Riemann'schen Fläche bestimmen" und also’ wird ’auch "durch 
eine solche Zerschneidung Je das‘ System der’ noch ünbestimmten: ‘zweiten 
2? Periodieitätsmoduln eines solchen Systems von 'Normalintegralen bestimmt 
sein. In dem Falle einer 'syminetrischen Riemähn’schen‘ Fläche, resp: einer 
algebraischen nee mit reellen Coeffieienten wird speciel? die Realität 
dieser zweiten 9° Periodieitätsmoduln um %o grösser sein, je Symmetrischer 
jenes zu Grunde gelegte Querschnittsystem' entweder wikicheh ist nn Sn 
stens durch blosse Verzerrung gemacht werden 'kann.' ya: 
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Demgemäss soll im Folgenden: 

1. für jede der verschiedenen Arten von symmetrischen Flächen ein 

möglichst symmetrisches Querschnittsystem angegeben, 

2. die Beschaffenheit der diesen Querschnittsystemen entsprechenden 

überall endlichen Normalintegrale und 

3. die Werthe der zweiten p° Periodicitätsmoduln dieser Integrale unter- 

sucht werden. 

Aus den Resultaten der letzteren Untersuchung wird dann unmittelbar 
die Richtigkeit der soeben ausgesprochenen Behauptung bezüglich der Rea- 
lität jener Periodicitätsmoduln folgen; andererseits aber wird sich bei der 
vorangehenden Betrachtung jener Normalintegrale ergeben, dass die solchen 
möglichst symmetrischen Querschnittsystemen entsprechenden Normalintegrale 
sogenannte reelle Integrale sind, wenigstens bei den Flächen vom Charakter 
+(p, A>0), während im Falle —(p, 0) dieselben nur um den Factor 


i=Y—1 von solchen reellen Integralen verschieden sein werden. 


Der eigentlichen Angabe jener Querschnittsysteme möge aber noch eine 
kurze Betrachtung von sich selbst symmetrischen Curven auf den symme- 
trischen Flächen vorausgeschickt werden. 


A. Ganonisches Quersehnittsystem. 


8 10. 
Die symmetrischen Wege auf symmetrischen Flächen. 


Während die sich selbst symmetrischen Curven der zweiten Art überhaupt 
nur bei den diasymmetrischen Flächen vorkommen können, weil bei den ortho- 
symmetrischen Flächen ein Uebergang von einem Punkte zu dem zu ihm 
symmetrischen Punkte immer nur über eine der Uebergängscurven hinweg 
möglich ist, lässt sich zeigen, dass die sich selbst symmetrischen Curven 
der ersten Art auf sämmtlichen Flächen vom Charakter + (9, A >>0) vor- 
handen sind, und zwar immer p nicht auf einander zurückführbare, so dass 
die Flächen nicht zerfallen, wenn man sie längs derselben zerschneidet. 
Um dies nachzuweisen, sollen einfach je p solche Curven oder, wie sie 
fernerhin genannt werden sollen, Wege auf den Fundamentalbereichen der 
Flächen vom Charakter + (p, A>0) angegeben werden. Es mögen zu 
dem Zwecke diese p sich selbst symmetrischen Wege der ersten Art mit 
8,895 -.., 8» bezeichnet werden. Dann sind entsprechend den A —1 Ueber- 
gangscurven U,, U,, ...., Ur_ı, längs deren die Flächen vom Charakter 
+ (p,1>>0) zerschnitten wurden, um die in $ 7 abgeleiteten Fundamen- 
talbereiche derselben zu erhalten, A—1 jener Wege, etwa 8,,05, +.., 4-1 
dargestellt durch solche Linien, wie die eine für den Fall + (1,2) in Fig. 12 
punktirt gezeichnete Linie S,. Was dep —A+1 übrigen Wege $,, 8741, -.- 
..,0p betrifft, so sind bei den Flächen vom Charakter +(p,A) je zwei 
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derselben durch ein Paar solcher Curven dargestellt, wie es für den Fall 
+ (2,1) die in Fig. 13 punktirten Linien S, und S, sind, bei den Flächen vom 
Charakter — (p, A>0) dagegen jede einzelne derselben von einer solchen 
Gestalt, wie die in Fig. 14 für den Fall — (1,1) punktirt gezeichnete 
Linie $.. 

Es zeigt übrigens die nähere Betrachtung dieser je » sich selbst sym- 
metrischen Wege der ersten Art sofort, dass bei der symmetrischen Um- 
formung der Fläche ihre beiderlei Ufer sich nicht vertauschen. Dagegen 
tritt eine solche Vertauschung offenbar ein bei dn p—A-+1 sich selbst 
symmetrischen Wegen der zweiten Art, welche in $ 7 bei den Normal- 
flächen vom Charakter — (p, A) angegeben wurden; ein Gleiches gilt von 
den Uebergangscurven. 


Ss 11. 
Querschnittsystem der symmetrischen Flächen mit 
Uebergangscurven. 

Es sollen jetzt für die Flächen vom Charakter + (p,A>0) die in 
$9 in Aussicht gestellten möglichst symmetrischen canonischen Querschnitt- 
systeme angegeben werden. Dabei werden, wie dies auch anderwärts zu 
geschehen pflegt, die einen p Querschnitte mit A,, A,, ..., A, und die ande- 
ren p ihnen zugeordneten mit B,, By, ...., DB, bezeichnet werden. Die Quer- 
schnitte A,, Ay, ..., A, sollen dann bei allen Flächen vom Charakter 
+(p,ı>0) in den im vorigen Paragraphen angegebenen p symmetrischen 
Wegen der ersten Art $,,S,, ...,.S) bestehen. Von den Querschnitten DB, ,B,,... 
..., DB» aber sollen zunächst B,, B,, ..., Bı-ı bei allen Flächen vom Charakter 
+ (P,4>>0) gebildet werden durch «die A — 1 Uebergangscurven U,,T,, ... 
...; Uy-ı, welche von den A— 1 Wegen $,, S,, -.., S}-ı geschnitten werden, 
so dass im Falle + (1,2) die beiderlei Querschnitte A, und B, die in Fig. 15 
punktirten Linien sind. Weiter sollen dann bei den Flächen vom Charakter 


+(p, A) die Le 


laufen, wie dies für ein solches Paar im Falle + (2,1) in Fig. 16 veran- 
schaulicht ist. Bei den Flächen vom Charakter — (p, A>0) aber sollen 
für die Querschnitte PD}, By41,..., DB, diejenigen gewählt werden, welche 
bei jedem der ebenso viel Paare von Oeffnungen des Fundamentalbereichs, 
in welche die Querschnitte AA, +1, ..., A» einmünden, so angebracht wer- 
den können, wie dies im Falle — (1,1) für ein solches Paar Fig. 17 zeigt. 

Es ist nun leicht zu sehen, dass, während die sämmtlichen Quer- 
schnitte A lauter sich selbst symmetrische Curven der ersten Art sind, 
die Querschnitte DB entweder blos aus Uebergangscurven bestehen oder aber 
aus Theilen einer Uebergangscurve und je einer Hälfte eines der Quer- 
schnitte A. Ferner überzeugt man sich auch leicht, dass man in Ueber- 
einstimmung mit den Riemann’schen Festsetzungen über den Durchlauf- 


Paare von Querschnitten DB}, Bj +1, ..., Bp so ver- 
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ungssinn der Querschnitte A und B!) hier denselben so wählen kann, dass 
die in den Querschnitten B auftretenden Hälften der Querschnitte A in 
demselben Sinne durchlaufen werden wie diese. selbst. Von dieser Beschaf- 
fenheit ist auch der in den Fig. 16 und 17 angenommene Durchlaufungs- 
sinn. Um nun aber die Zusammensetzung der Wege B noch deutlicher zu 
veranschaulichen, möge allgemein der in dem Querschnitt BD, enthaltene 
Uebergangscurventheil mit U; bezeichnet werden, so dass also speciell U,U,, ... 

‚ U; _ı die schon im Vorhergehenden so bezeichneten ganzen Uebergangs- 
curven, U;, Uryı,.... U, aber Theile -der allein noch übrig bleibenden Aten 
Uebergangscurve bedaran Für die Flächen vom Charakter + (p, A) wer- 
den sich alsdann die Querschnitte D folgendermassen darstellen: 


B, x U;; 
Be, 0,, 
D-4= lh4, 


B; =U,  +4211, 


B,—-=U, 1-14 Ars 
Sup =U, +4 4,1, 


für die Flächen vom Charakter — (p, >00) aber folgendermassen : 


ER 
B, =U,, 
a x 
Dir 07, 


B; m U} + 4 A), 


D-=U, a 1-1; 
Bed, LA, 


$S 12. 
Querschnittsystem der symmetrischen Flächen ohne 
UVebergangscurven. 

Da auf den Flächen vom Charakter — (p, 0) sich selbst symmetrische 
Uurven der ersten Art nicht existiren, sollen auf einer solchen Fläche als 
Querschnitte A,, Ay, ..., A) diejenigen p sich selbst symmetrischen Curven 
der zweiten Art angenommen werden, welchen in dem Fundamentalbereich 


1) Vergl. Riemann, Theorie der Abel’schen Functionen, I. Abth. $ 19. 
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‚derselben die 2» Oeffnungen entsprechen. Als zugeordnete Querschnitte 
B,, B5, :--, D, aber sollen hier p im Uebrigen beliebige, natürlich weder 
sich selbst noch einander schneidende geschlossene Linien gewählt werden, 
von denen eine jede einen der Querschnitte A in einem Punkte schneidet, 
so dass beispielsweise im Falle p=1 die Wege A, und B, die in Fig. 18 
angegebenen sind. 

Es wird nun aber noch zu zeigen sein, dass dieses anscheinend ziem- 
lich willkürliche System der Querschnitte B doch auch als möglichst sym- 
metrisch angesehen werden kann, insofern jeder Querschnitt B mit gewissen 
Querschnitten A in Beziehung steht. Zu dem Zwecke denke man sich allge- 
mein zu dem Querschnitte Bj; die zu demselben symmetrische Curve BD’, auf 
der Kugelfläche des Fundamentalbereichs construirt und zu diesen beiden 
Wegen B; und B’; noch zweimal die eine Hälfte des zugehörigen Quer- 
schnittes A, gefügt. Es ist dann leicht zu sehen, dass man auf diese Weise 
je einen gewissen geschlossenen Weg erhält, der sich in der Form dar- 
stellen lässt: 

B:+44+ Bu. —% Ar, 

und der im Fall 9=2 und für k=1 in Fig. 19 veranschaulicht ist. Es 
ist ferner leicht zu erkennen, dass dieser geschlossene Weg von den 2» — 2 
übrigen Oeffnungen, ausser den beiden dem Querschnitte Ajsentsprechenden, 
gerade die einen 9 — 1 Oeffnungen einschliesst, welche zu den anderen sym- 
metrisch sind, und dass man auch den Querschnitt D, immer so legen kann, 
dass der Durchlaufungssinn sämmtlicher eingeschlossener Querschnitte A 
derselbe ist. Daraus folgt aber dann, dass der Weg: 


Br +4 A. + Br, —4 A, = Bı+ Br 


der Summe von Wegen: 
> iA; el A; 
n 


gleichwerthig ist, sofern es sich darum handelt, den Werth eines Integrales 
einer eindeutigen und stetigen Function zu ‚bestimmen, welches über den 
ersteren Weg erstreckt werden soll. Man kann diese Aequivalenz etwa so 


p 
(Br + BB) (3% A; =.) 
1 


ausdrücken: 


B. Die Realität der überall endlichen Normalintegrale. 
S 13. 
Verhalten reeller Integrale auf symmetrischen Flächen. 


Unter einem reellen Abel’schen Integrale soll hier ein Integral ver- 
standen werden von der Form: 


SIR Er 


wı 2, 
R(w,2)dz, 
wo w und zZ durch eine algebraische Gleichung: 
f(w,2)=0 

mit reellen Coefficienten verbunden sind, die Function R(w,2) eine ratio- 
nale Function von w und 2 mit reellen Üoefficienten ist und die Grenzen 
w,% und w, 2, jener algebraischen Gleichung genügende Werthepaare w, 2 sind. 

Ein solches Integral wird nun offenbar einen reellen Werth an- 
nehmen, wenn die beiden Werthepaare w,2, und w,2, reell und auch die 
übrigen Werthepaare, welche auf dem Integrationswege durchlaufen werden 
sollen, oder auch statt derselben durchlaufen werden können, ohne dass 
dadurch der Werth des Integrales geändert würde, reell sind. Ferner wer- 
den sich zwei conjugirt complexe Werthe des Integrales ergeben, 
wenn %,2, und w,2, beliebige complexe Werthepaare sind und man dazu 


die conjugirt complexen Werthepaare w,2, und w,2, nimmt und nun das 
Integral das eine Mal über einen zwischen den ersteren beiden Werthe- 
paaren und das andere Mal über einen solchen zwischen den letzteren bei- 


den Werthepaaren Wok und w, 2, gelegenen Integrationsweg erstreckt, wel_ 
cher entweder direct alle die zu den auf dem ersteren Integrationsweg ge- 
legenen Werthepaaren conjugirten Werthepaare und sonst keine anderen 
enthält, oder doch wenigstens ohne Aenderung des Integralwerthes durch den 
so beschaffenen Integrationsweg ersetzt werden kann. Diese beiden Bemerk- 
ungen lassen sich mit Rücksicht auf die Beziehung der algebraischen Gleich- 
ungen zu den symmetrischen Riemann’schen Flächen auch so aussprechen: 


1. Erstreckt man ein reelles Integral längs der Punkte 
eines Uebergangscurventheiles der zugehörigen Rie- 
mann’schen Fläche, so wird dasselbe einen reellen 
Werth annehmen. 

2. Erstreckt man ein reellesIntegrallängs zweier zu ein- 
ander symmetrischer Öurvenstrecken auf jener Fläche 
inanalogem Sinne, so wird man zwei conjugirt complexe 
Werthe desselben erhalten. 


Aus dem zweiten Satze lassen sich nun sofort die folgenden beiden 
wichtigen Sätze ableiten über die Werthe, welche ein reelles Integral an- 
nimmt, wenn man dasselbe über einen sich selbst symmetrischen Weg der 
ersten und über einen solchen der zweiten Art erstreckt. 


1. Der Werth eines über einen symmetrischen Weg der 
ersten Art erstreckten reellen Integrales ist rein 
imaginär., 

2. Der Werth eines über einen symmetrischen Weg der 
zweiten Art erstreckten reellen Integrales ist reell. 
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Um diese beiden Folgerungen zu ziehen, hat man nur zu berücksich- 
tigen, dass, während bei einem sich selbst symmetrischen Wege der zwei- 
ten Art symmetrische Partien in analogem Sinne durchlaufen werden, solche 
Partien bei symmetrischen Wegen der ersten Art in entgegengesetztem Sinne 
durchlaufen werden (vergl. Fig. 1 und 2). 

Es ergiebt sich endlich auch noch leicht der folgende Satz über den 
Werth eines reellen Integrales, welches über eine Hälfte eines symmetrischen 
Weges der ersten Art erstreckt wird. 

Der imaginäre Theileines reellen Integrales, welches über 
eine zwischen den beiden Uebergangscurvenpunkten einessym- 
metrischen Weges der ersten Art gelegene Hälfte dieses Weges 
erstreckt wird, ist gleich der Hälfte desimaginären Werthes, 
welchen das über denganzenWegindemselben Sinne erstreckte 
Integral annimmt, 


Ss 14. 
Reelle überall endliche Integrale auf symmetrischen Flächen. 
Wenn uw-+iv eine beliebige complexe Function des Ortes auf einer 
Riemann'schen Fläche ist, so sollen die reellen Bestandtheile « und », 
aus denen sich jeder Werth derselben zusammensetzt, die zu der Function 
gehörenden Potentialfunctionen genannt werden!). Zwischen ihnen 


bestehen dann bekanntlich bei geeigneter Wahl des Coordinatensystems X, Y 
die beiden Differentialgleichungen: 


. ou Ov ou Pv 
ox  2y’ 04 Bm’ 
vermöge deren zu jedem Werthe von % sich der zugehörige von v bis auf 
eine additive reelle Constante bestimmt, nämlich: 


(P) =) (2) a=- (6%) äyı +0. 


Nun denke man sich, wie dies nach einem bekannten Satze der Riemann- 
schen Theorie der Abel’schen Functionen (vergl. R. Th., S. 40) immer möglich 
ist, für jede der verschiedenen Arten von symmetrischen Flächen mit dem auf 
ihr im Vorhergehenden angegebenen Querschnittsystem p linear unabhängige 
überall endliche Potentialfunctionen: %,, tg, ..., 4) dadurch bestimmt, dass 
man allgemein «,; vorschreibt, am Querschnitt A, die reelle Constante r,.. als 
Periodieitätsmodul anzunehmen, während es an allen übrigen Querschnitten A 
und an sämmtlichen Querschnitten 3 den Periodieitätsmodul O haben soll.?) 


1) Vergl. R. Th., S. 1 figg. 

2) Unter dem Periodicitätsmodul an einem Querschnitte wird dabei, wie ge- 
wöhnlich, der Zuwachs verstanden, welcher sich für die in Rede stehende Function 
beim Ueberschreiten des Querschnittes einstellt, Derselbe ist aber bekanntlich 
gleich dem Werthe, welchen das Integral annimmt, wenn es über den zugeord- 
neten Querschnitt erstreckt wird, 


Ba 


Es wird sich dann für die Periodieitätsmoduln der u, am den Quer- 
schnitten A das folgende Schema aufstellen lassen: 


are ne 
u, | Yu | 0 | | 0 
ug | 0 rt | | 0 

| | 

| | 
dm NO 0 | for 


Es ist ferner auch leicht zu sehen, dass die so bestimmten Potential- 
funetionen wirklich linear unabhängig sind. Denn wäre dies nicht der 
Fall, bestände also eine Gleichung von der Form: 


ut+E% +... tom =LC, 


worin &,,€g, ».., Cp und Ü beliebige Constante sein sollen, so würde einmal 
für jeden Querschnitt A als Integrationsweg: 


nr 0+ 5.0.4.0 


also Ü=0 sein müssen, daneben aber für den Querschnitt B„ als Inte- 
grationsweg: 


G-9+3.0+..+%9-.0 + a Hu +0 He 
also O=cu.ruu Sein müssen; also könnte C' keine Constante sein, und 
folglich sind %,,%y, ..., % in der That linear unabhängig. 

Weiter kann man nun aber zeigen, dass die so bestimmten Po- 
tentialfunctionen %,%,, -..,% über symmetrische Punktreihen 
in analogem Sinne erstreckt gleiche oder entgegengesetzt 
gleiche Werthe annehmen, je nachdem bei der betreffenden 
Fläche A>0O oder A=Q ist. Es ergiebt sich dies einfach aus der Sym- 
metrie der Querschnitte A; man hat nur noch zu beachten, dass für die 
Flächen vom «Charakter + (p, A>0) die Definition jener Potentialfunctio- 
nen nach der symmetrischen Umformung genau dieselbe bleibt, weil sich 
dabei die Ufer der Querschnitte A nicht vertauschen, dass dagegen für die 
Flächen vom Charakter — (p, 0) wegen der Vertauschung der Ufer ihrer 
Querschnitte A bei der symmetrischen Umformung die Definition der Po- 
tentialfunctionen « sich so umgestaltet, als wenn die Werthe der Periodi- 
citätsmoduln der Functionen an sämmtlichen Querschnitten gerade in die 
entgegengesetzten übergegangen wären. 


Bestimmt man endlich zu den aufgestellten Potentialfunctionen 
Uy Ugy +, 4% vermöge der Formel (7) die zugehörigen Potentialfunc- 
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tionen ©, ,%g, ..., dp, So werden diese, wie aus jener Formel unmittelbar 
hervorgeht, immer genau die umgekehrte Eigenschaft besitzen wie die 
Functionen u, d.h. es werden die Differentiale der v in symme- 
trischen Punkten für A>0O entgegengesetzt gleiche, für i=0 
aber gleiche Werthe haben; denn die Werthe von & werden in sym- 
metrischen Punkten gleich, die von y aber entgegengesetzt gleich ange- 
nommen werden können. 


Daher werden nun die aus der Vereinigung der 2» Potentialfunctionen 

Upy Ugy ».., Up; © gr +++, % hervorgehenden überall endlichen Integrale: 
wu tiv, Wut id, .., Wp=Up +i0p 

im Falle A>0O solche Integrale sein, welche in symmetrischen Punkten 

conjugirte Werthe annehmen, also reelle Integrale, dagegen im Falle 

A=0 solche Integrale sein, welche in symmetrischen Punkten Werthe 

annehmen, die von conjugirten um den Factor ö verschieden sind, also mit 

dem Factor i multiplicirte reelle Integrale. 

Die 29? Periodieitätsmoduln dieser Integrale w,, wg, ..., X) aber lassen 
sich, wenn man allgemein den Periodicitätsmodul von ®; am Querschnitt A; 
mit 9x: und am Querschnitt D,; mit dx; bezeichnet, wo 94; und dx; natür- 
lich reelle Grössen sind, in die folgenden beiden Schemata zusammen- 


fassen: 
| MH PR=A, 
U iv; | 951 | 199 + 899 vg2p 
TE RE EEE RE 3. SEE SE I ET ER TEEEETEERTFNE 


| 
ti | ra tigı ige BER iQıp 
| 


Die sämmtlichen Periodieitätsmoduln der w an den Quer- 
schnitten B sind also rein imäginär. 


Es lässt sich nun auch leicht zeigen, dass die überall endlichen 
Integrale w,, %,,..., % linear unabhängig sind. Angenommen 
nämlich, es bestände eine Relation von der Form: 


1) c (u +iu) + (m +in)+...+% (m, +io)= (0, 


worin C,,Cyy «+, £p und Ü beliebige complexe Uonstanten sind, so würde diese 
Relation bei der symmetrischen Umformung der Fläche im Falle A>0 
übergehen in die folgende: | 


2) „a - ww) tom —i) +... +9 -i)=0, 
im Falle A=0 aber in die Relation: 

2) so - u t+iw)F m H+in)t.. to m tin) 
Aus 1) und 2) würde nun folgen: 


C 
urn tr.. tToW=5 
und aus 1 und 2): 


a Rn +. 


Er 


Beide Gleichungen sind aber wegen der linearen Unabhängigkeit der Po- 
tentialfunctionen &,,%,, ..., %) unmöglich; also sind in der That w, , %,, ...,%p 
linear unabhängig. 


815. 
Die reellen Normalintegrale erster Gattung. 


Man denke sich jetzt für alle symmetrischen Flächen ein System solcher 
überall endlicher Integrale w,, w,, ..., %», wie es im vorhergehenden Para- 
graphen betrachtet wurde, aufgestellt. Dann wird der Umstand, dass die 
sämmtlichen Periodicitätsmoduln jener Integrale an den Querschnitten B 
rein imaginär sind, erlauben, aus dem System der Integrale w, ,%g, ...,%p 
je ein System von 9» überall endlichen Normalintegralen abzuleiten, welche 
ebenso wie %,, %g, ..., %» reelle Integrale resp. um den Factor i von solchen 
verschiedene Integrale sind. Denn man hat nur 9 lineare Combinationen 
von der Form: i 


A=0 WHteu WW +. FoGu0m: u=h2..D 


anzunehmen und darin die Constanten c,.„ so zu bestimmen, dass diese 
neuen Integrale J, ,Jy,...,J) an Stelle der Periodieitätsmoduln öd;;, welche die 
Integrale w,, w,,..., % an den Querschnitten B aufwiesen, diejenigen an 


diesen Querschnitten annehmen, welche durch das folgende bekannte Schema 
der einen p? Perioden der Normalintegrale gegeben sind: 


Dazu ist allerdings nöthig, dass die Determinante der b;; von Null ver- 
schieden ist; dies ist aber, wie Herr Professor Prym in Band LXXI von 
Crelle’s Journal (8. 231 flgg.) bewiesen hat, wirklich immer der Fall. 
Dass aber in der That die Integrale J,, Jg, ..., Jn die erwähnte Eigenschaft 
bezüglich ihrer Realität erlangen, geht daraus hervor, dass die Constanten cy, 
sich bei jener Bestimmung, wie man leicht sieht, als reelle Constanten er- 
geben müssen. 

Was endlich die zweiten p? Periodicitätsmoduln dieser Integrale J,,J,, :.. 
..., J» an den Querschnitten A anbelangt, so pflegt man diese so zu be- 
zeichnen, wie es in dem folgenden Schema geschehen ist: 


und man weiss von ihnen nach der Theorie der Abel’schen Functionen 
2 —1 
zunächst nur, dass zwischen ihnen die an Relationen: 
Aki (ik 
bestehen!) so dass also das obige Schema die Form einer symmetrischen 
Determinante besitzt. Es ist nun aber eben der Zielpunkt dieser Unter- 


1) Vergl. Riemann, Theorie der Abel’schen Functionen, II. Abth. $ 20. 
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suchung, die nähere Beschaffenheit der Werthe dieser Periodicitätsmoduln 
Ak; zu ermitteln, nämlich anzugeben, welche derselben bei den verschie- 

denen Arten von symmetrischen Flächen reell und welche complex sind, 
also noch einen imaginären Theil besitzen. | 


C. Die imaginären Theile der Periodieitätsmoduln a,; der 
Normalintegrale. 


8 16. 


Schemata für die Flächen mit Uebergangscurven. 


Es leuchtet ein, dass die Werthe der Periodicitätsmoduln a;; der Nor- 
malintegrale J,, Jg, -.., Jp» wesentlich abhängen von der Beschaffenheit der 
Querschnitte B. Es soll nun gezeigt werden, dass bei der hier getroffenen 
Wahl der Querschnitte B die Werthe der Periodicitätsmoduln a; 
entweder völlig reell oder nur so complex sind, a deren 
imaginärer Theil gleich ni ist. 


Um dies zunächst für die Flächen vom Charakter + (p, A>>O) ein- 
zusehen, hat man nur einerseits die in $ 11 angegebene Zusammensetzung 
der Querschnitte B bei diesen Flächen zu berücksichtigen und andererseits 
die in $ 13 ausgesprochenen Sätze über die Werthe, welche ein reelles 
Integral annimmt, wenn man dasselbe über Uebergangscurventheile und 
wenn man es über Hälften von symmetrischen Wegen der ersten Art er- 
streckt. Dann ergiebt sich sofort, dass die a;,; für diese Flächen von der 
Form sind: 

lki=tkitE.i, 


wo ax; eine reelle Grösse und e=+]1 oder = ist. Um aber die Realität 
der ax; für diese Flächen vom Charakter + (p, A>0) genauer anzugeben, 
sind in den folgenden beiden Schematis einerseits für die Flächen vom 
Charakter +(9, A) und andererseits für die Flächen vom Charakter —(p, 4 >0) 
die imaginären Theile der a,.; zusammengestellt. 


Br 1 een 


Schema für die Flächen vom Charakter + (p,}). 


Arre2| Ar +3 


Schema für die Flächen vom Charakter — (p, A>0). 
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Beide Schemata zeigen, dass für alle Flächen vom Charakter + (p, A>0) 
immer nur p—4A--1 der »° Periodieitätsmoduln a; ; den imaginären Theil ” = 
aufweisen, alle übrigen aber reell sind. 


Die hierbei gewonnenen Resultate stimmen nun auch im Falle p=3 
mit denjenigen überein, welche Herr Professor Klein in der Eingangs ge- 
nannten Abhandlung in Bd. X der Mathem. Annalen abgeleitet hat, sofern 
man dabei lineare Transformationen der Integrale sowohl, als der en - 
zu Hilfe nimmt. 


® 


S 17, 
Schema für die Flächen ohne Uebergangscurven. 


Um auch für die Flächen vom Charakter — (p, 0) die imaginären Theile 
der ax; zu bestimmen, hat man sich zunächst der in $ 12 für die Quer- 
schnitte D dieser Flächen erhaltenen Aequivalenz: 


(Br + Bi) n (3 An 4) 
1 


zu erinnern, in welcher B’; der zu B, symmetrische Weg war, weiter aber 
zu berücksichtigen, dass die Normalintegrale J,,J,, ..., Jp für diese Flächen 
vom Charakter — (p, 0) von reellen Integralen um den Factor ö verschie- 
den waren. Denn da a, der Werth des über den Querschnitt B; Re 
ten Integrales J, ist, so wird, wenu man: 


Auk = Eur + ißur 
setzt, der Werth des über den Weg B'; hinerstreckten Integrales J, sein: 
| Guk= — uk tißur, | | 
und daher wird sich vermöge der obigen Aequivalenz für den Werth des 


über den Weg B; + B’; hinerstreckten Iniegrales J, die folgende Gleichung 
ergeben: 


p 
Aust uk Zißug ei I: Var“ jarl 
1 


wenn nämlich allgemein öy„. den Werth des über den Querschnitt A; hin- 
erstreckten Integrales J„ oder also den Periodicitätsmodul desselben am 
Querschnitt Bj bezeichnet. Diese Periodieitätsmoduln #y„. sind aber durch 
das in $ 15 angegebene Schema der Periodieitätsmoduln der Normalinte- 
grale J\, Jg, ..., J) an den Querschnitten B bestimmt und es ist nach dem- 
selben allgemein: 
Yard für uk 
und nur: 
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© Also geht die obige Gleichung für By, über in die folgenden beiden: 
5 5 u g 
Pur = rn für u zk 
Pu). 


‚ Stellt man diese so bestimmten imaginären Theile der a;,;, nun auch noch 
in ein Schema zusammen, so ergiebt sich das folgende: 


und 


Schema für die Flächen vom Charakter — (p, 0). 
Bere, | Be: 
| 4, | & | | Ay 
J, 10 | sei | wi 
J, | ni | 0 EN | vi 
| | 
| | 
RA 2 SER 
Ip | ni | mi | | 0 


Es mag nur noch auf das Verhältniss dieses Schemas zu dem aus dem 
zweiten Schema des vorigen Paragraphen für den FallA=1 folgenden hin- 
‚gewiesen werden. Es haben nämlich bei dem letzteren gerade nur diejenigen 
‚ Periodieitätsmoduln a;; imaginäre Theile, welche in dem obigen Schema 
\reell sind, was offenbar dem Umstande parallel läuft, dass für den Fall 
‚A=0 erst die Functionen: 

| 1 1 1 


—J — Jo, —J. 
i 19 P 2) ) f p 


reelle überall endliche Integrale repräsentiren. 


Lebenslauf, 


Ich, Guido Weichold, wurde geboren am 5. September, vd. zu 
London, wo mein Vater Privatlehrer war. In Dresden, dem. Heimaths- 
orte meines Vaters, wohin meine Eltern sehr bald nach. ‚meiner Geburt 
übersiedelten, wurde ich erzogen; ich besuchte daselbst zuerst eine. 
Privatschule und dann von Ostern 1868 ab diedasige Kreuzschule. 
Michaelis 1871 vertauschte ich dieses Gymnasium mit demjenigen von 
Zittau, in welcher Stadt mein Vater eine Anstellung als Oberlehrer 
erhalten hatte. Ostern 1877 verliess ich dieses Gymnasium mit dem’. 
Zeugniss der Reife, genügte in derselben Stadt meiner Militärpflicht 
als Einjährig-Freiwilliger und bezog Ostern 1878 die Universität | 
Leipzig, um Mathematik zu studiren. Während meiner zehnsemestrigen 
Studienzeit an dieser Universität hörte ich die Vorlesungen der Herren 
Professoren Hankel, Masius, Hofmann, Scheibner, Bruhns, 
Neumann, Wundt, von Noorden, Klein, Mayer, von der Mühll 
und’ der Herren Docenten Kries, Rohn und Dyck und betheiligte i 
mich an den Seminaren der Herren Professoren Hankel, Scheibner, 
Neumann, Klein, Mayer, von der Mühll, Hofmann und des 
Herrn Docenten Rohn. Allen diesen meinen verehrten Lehrern, ins- 
besondere aber Herrn Professor Klein spreche ich an dieser Stelle 


meinen aufrichtigsten Dank aus. 


